Introdução Histórica aos Sistemas Dinâmicos

· Embrião da teoria dos Sistemas Dinâmicos

· Astronomia de Aristóteles a Galileu

· Filosofia dos gregos:  dedução apoiada em “verdades intrínsecas”

· Mundo fechado e centrado na Terra:

1. universo é finito e esférico

2. composto de 5 elementos: terra, água, ar, fogo e éter

3. cada elemento tem o seu “lugar natural”

4. três tipos de movimento: retilínio, circular e misto

5. órbitas da Lua, Sol e planetas são esféricas e constantes

6. Céu é perfeito, local imutável e incorruptível

7. Terra é imperfeita, lugar das mudanças e da corrupção

· Leis do movimento da “física” aristoteliana:

1. manutenção do movimento é explicada pela ação de uma força

2. velocidade de um corpo é proporcional a intensidade da força

3. corpos mais pesados chegam primeiro ao solo

· Mecânica de Aristóteles é incompleta e de caráter apenas qualitativo

· Modelo Geocêntrico de Ptolomeu baseado em 'epiciclos'

· Concordância das previsões de Ptolomeu com os dados da época

· Dados observacionais de T. Brahe (5 vezes mais acurados)

· Modelo Heliocêntrico de Corpérnico (também com epiciclos!)

· Kepler descobre que a órbita de Marte é elíptica!  Consequências:

1) dados da órbita dos planetas concordam com a órbita elíptica

2) movimento dos planetas não é nem circular, nem constante

3) Terceira Lei:  T2/R3 = C   (é constante para todos os planetas)

· Galileu:  uso do telescópio para enxergar o céu, pela primeira vez

· Lua é imperfeita; Vênus tem fases como a Lua; Júpiter tem satélites

· Início do método experimental por meio de experiências controladas

· Descobertas de Galileu:

1. força é necessária para alterar o movimento, e não para mantê-lo

2. movimento de queda é uniformente acelerado

3. força é proporcional à aceleração, e não à velocidade

· Newton, o gênio “difícil”

· Leis do movimento da física newtoniana:

1. princípio da inércia:  movimento permanece como está

2. princípio da dinâmica:  F = d(mv)/dt

3. princípio da ação e reação:  para dois corpos A e B  -->  FA = -FB

· Lei da Gravitação Universal  (para todos os corpos do universo)

· Newton relacionou gravitação com comportamento do sistema solar

· Força gravitacional altera a velocidade e a direção do movimento

· F = (G M1M2)/R2   --> força proporcional às massas M1 e M2

· g = 9,8 m/s2

· Newton não compreendia a natureza da gravitação, mas deduziu a lei que rege o comportamento dos corpos sob ação da gravidade

· Outras contribuições:

1. movimentos possíveis:  elíptico, parabólico e hiperbólico

2. movimento das marés

3. movimento de precessão do eixo terrestre  (50'' de arco)

· Obtenção de modelos matemáticos para descrever processos físicos

· Idéia subjacente: “Prever o comportamento de qualquer sistema por meio da identificação de suas partes e do estudo de suas interações”

Problema: “dois é fácil, três é impossível”

· Laplace: “se alguma 'inteligência' pudesse conhecer a posição x e a velocidade v de cada partícula do universo num dado instante t, assim como a massa e a força que age sobre cada uma delas, então esta 'inteligência' poderia prever o futuro do universo para sempre”

· Se soubermos F e m de cada partícula, então bastaria resolver a equação d2x(t)/dt2, a partir da condições iniciais x(t0) e v(t0), para se determinar a trajetória de cada partícula do universo

· Abordagem newtoniana: solucionar as equações do movimento, achando as expressões analíticas para as posições dos corpos em função do tempo, isto é, determinando x(t)

· Newton resolveu o problema de dois corpos em interação (n = 2)

· O problema com n = 3 (ou mais) revelou-se insolúvel:

1. Não se consegue resolver analiticamente de forma exata as equações do movimento de 3, ou mais corpos, interagindo gravitacionalmente

2. Não há fórmulas analíticas exatas que descrevam a trajetória de cada um dos 3 corpos interagentes

· O que fazer?  Solução na forma de uma “expansão em série”

· Da astronomia:  movimento dos planetas é ligeiramente irregular

· Causa:  influência gravitacional mútua entre os planetas  (resolve-se numericamente calculando-se os efeitos perturbativos mútuos)

Questão da Estabilidade do Sistema Solar

· O quão próximo permanecem os planetas em suas atuais órbitas?

· Laplace (1773):  em primeira aproximação em série de potências da excentricidade, os eixos maiores das órbitas dos planetas não têm “termos seculares”

· Termos seculares:  são termos que crescem com o tempo, divergem

· Lagrange (1776):  provou que não há termos seculares com relação à excentricidade e ao ângulo de inclinação das órbitas (em todas as aproximações), e em relação às massas (em primeira ordem)

· Poisson (1809):  os eixos maiores dos planetas também não têm termos seculares, considerando perturbações de segunda ordem em relação às massas

· Haret (1878):  aparecem termos seculares nas soluções quando se considera uma aproximação em terceira ordem em relação às massas

· Lyapunov (1892):  teoria geral para a estabilidade de sistemas

· Lyapunov definiu estabilidade para uma solução de uma equação diferencial ordinária: “uma solução x(t) é estável se outras soluções (cujos valores no instante t = t0 estão próximas de x(t) ) permanecem próximas de x(t) no decorrer do tempo”

· Outras causas para os desvios das órbitas elípticas: planetas não são esferas, nem possuem densidade homogênea

· Mercúrio:  periélio se altera anualmente em 43'' de arco mais rápido do que pode ser explicado pela perturbação de outros planetas

· Einstein: movimento de órbita depende não só da distância mas também da velocidade do planeta

· A lei da gravitação universal é o termo de primeira ordem, já a lei da gravitação relativística é o termo de segunda ordem, proporcional a (v/c)2 ,  sendo  'v'  a velocidade do planeta,  'c'  a velocidade da luz

· Princípio da Incerteza de Heisenberg:

“as precisões das medidas de variáveis físicas conjugadas, como posição e momento, estão vinculadas por uma relação que estabelece um limite para o produto das precisões dessas medidas”

· Na mecânica subatômica, tais limites de precisão tornam-se muito significativos, com consequências que se opõem à intuição clássica

· Em escalas macromoleculares, vários fenômenos são previsíveis

· Outros fenômenos, entretanto, são imprevisíveis:  previsão do tempo movimento convectivo de um fluido, resultado de “cara ou coroa”

· Poincaré criou um novo modo de lidar com equações diferenciais não-lineares: “análise das propriedades qualitativas das soluções”

· Poincaré analisou sistemas n = 3, onde M1 ~ M2 >> m


“Divide-se o problema original, insolúvel, em dois mais simples”

· Exemplo:  sistema Terra-Lua-Satélite artificial  -->  100 : 1 : 10-19

· Lagrange (1772):  análise do sistema M1 >> M2






(Sol-Terra-Lua  -->  300.000 : 1 : 0,01)

· Existência de duas posições de equilíbrio, estáveis, em torno de M2

· Existem outras posições, mas são instáveis

· Equilíbrio de m se  (M1+M2+m)2 > 27(M1M2+M1m+M2m)

· Caso m << M1 << M2, então órbita de m é estável se  M2 > 25 M1

· Evidências observacionais:

· Massa de Júpiter é mil vezes menor que a do Sol > asteróides troianos

· Massa da Lua é 81 vezes menor que a da Terra > poeira cósmica

· Massa de Marte é muito menor que a do Sol > asteróide (1990)

· As soluções de equilíbrio de Lagrange são válidas apenas para condições iniciais particulares

· Poincaré concluiu que, tipicamente, divergem as soluções em série para os sistemas da mecânica celeste

· Caos ocorre num sistema determinista quando seu comportamento é aperiódico (irregular) e depende fortemente das condições iniciais

· Teorema KAM  (Kolmogorov-Arnold-Mozer):

“prova-se que, a partir de certas condições iniciais, essas séries realmente divergem; mas, a partir de outras condições iniciais, elas convergem”

· Combinando mecânica quântica e teoria do caos:

“posição e momento em qualquer instante são sempre incertas, e há sistemas dinâmicos em que minúsculas incertezas nas condições iniciais afetam drasticamente a previsão a longo prazo”

· Em sistemas caóticos, os erros na medida das condições iniciais crescem exponencialmente com o tempo, e inviabiliza a previsão

· Um sistema determinista, que exibe comportamento caótico, é imprevisível num sentido prático: não há como se conhecer as condições iniciais com erro nulo

· Poder da abordagem newtoniana:  capacidade de relacionar causa e efeito quantitativamente, e a partir disso fazer previsões

· Discrepência entre a previsão sobre a Voyager 2 e o “cara ou coroa”

· Porque em certas condições a relação entre causa e efeito não clara?

Exemplo de Sistema Caótico

· Fenômeno da convecção de Rayleigh-Bérnard

· Convecção: mecanismo de transporte de calor em que fluxos de matéria com temperaturas diferentes passeiam pelo sistema

· Problema teórico difícil

· Rayleigh (1916): cria a primeira teoria razoável para a convecção

· Forma de provocar convecção:  aquecer um fluido por baixo (figura)

· Duas situações:


a) Delta T pequeno -> transporte de calor por condução


b) Delta T grande  -> transporte de calor por fluxo de matéria

· As partes do líquido mais quentes e menos densas estão abaixo daquelas mais frias e mais densas --> tem-se configuração instável

· Observação experimental:  quando Delta T > certo valor crítico, o líquido começa a girar formando “rolos”

· Duas propriedades amortecedoras da formação dos “rolos”:

1) viscosidade,  que gera resistência ao movimento convectivo

2) condutividade térmica,  que elimina o gradiente de temperatura

· Convecção só ocorre quando  Delta T  >  Delta Tcrítico   (fórmula)

· Rayleigh inventa o 'Número de Rayleigh', relacionando viscosidade, condutividade térmica, aceleração da gravidade, coeficiente de dilatação térmica, distância entre as placas, e a razão desta com a largura do rolo  (fórmula)

· Não se consegue prever o sentido de rotação do rolo

· Caso parecido com o 'cara ou coroa' ou da bolinha batendo no prego

· Velocidade do fluido em relação ao crescimento de Delta T  (figura)

· Observação:

1) aumento de Delta T leva a um segundo valor crítico --> velocidade do líquido começa a pulsar periodicamente

2) e aumentando-se ainda mais Delta T o movimento do fluido se torna turbulento, ou seja, aperiódico ou irregular

· Após tempo grande, velocidade do fluido pode ser:

1) nula

2) constante

3) oscilatória

4) caótico

· Nos 1o. e 2o. casos, o atrator do sistema é um ponto de equilíbrio

· No 3o. caso, o atrator do sistema é uma curva fechada

· No 4o. caso, o atrator do sistema é uma curva que nunca se cruza, mas permanece confinada numa determinada região

· Atrator:  “É a figura geométrica que representa o comportamento assintótico do sistema, num espaço formado pelas variáveis que caracterizam a evolução desse sistema. Sua bacia de atração é definida pelo maior conjunto de pontos nesse espaço tais que, partindo-se de um destes pontos, tende-se assintoticamente para o atrator”

· Para Delta T < Delta Tcrítico fluido é homogêneo num plano horizont.

· Quanto Delta T > Delta Tcrítico ocorre uma quebra de simetria, que surge expontaneamente, levando à formação de um padrão ordenado 

· Convecção é fenômeno que gera a formação de um padrão (tornado)

· Turing (1952): substância químicas produzem padrões espaciais

· Convecção ocorre nos oceanos, causando as correntes marítimas

· Parte do movimento da atmosfera é causado por convecção:  o ar aquece-se perto da superfície e esfria-se nas alturas

Sistema de Lorenz

· Lorenz era metereologista

· Lorenz testou modelo linear de previsão do tempo (Wiener)

· Modelo de 12 equações -->  Modelo de 7 equações (Satzman)

· Atrator do sistema de Lorenz  (figura)  --> Artigo de 1963

· Computador marca linha divisória no estudo de sistemas dinâmicos

· Sistemas deterministas simples podem ser caóticos

· Exemplo:  xj+1 = uxj (1-xj)  com u = 4 revela comportamento caótico

· Questão:

 “O que causa o comportamento caótico de certos sistemas dinâmicos?”

